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Resum
Els polinomis es solen representar o bé pels seus coeficients o bé pels seus
zeros. Les dues representacions estan lligades per les fórmules de Cardano-
Viète que expressen els coeficients com a funcions simètriques elementals
dels zeros. La recursió descendent de Levinson defineix els coeficients de
reflexió d’un polinomi. En aquest article es veu com es poden caracteritzar
els polinomis en termes dels seus coeficients de reflexió, es donen resultats
sobre polinomis autoreversos, que juguen un paper singular en aquesta repre-
sentació, i es donen fórmules homòlogues a les de Cardano-Viète que relacio-
nen zeros amb coeficients de reflexió. També es caracteritzen els polinomis de
tipus Kakeya en termes de coeficients de reflexió, cosa que permet donar una
demostració alternativa del teorema d’Eneström-Kakeya sobre la localització
de zeros d’un polinomi.
Molts d’aquests desenvolupaments estan relacionats amb teoria de control
i anàlisi de senyals. En aquest context, els texts clàssics de localització de ze-
ros són recursius. Hi ha casos singulars en els quals el procés recursiu queda
aturat i s’ha de recórrer a tècniques de pertorbació per continuar-los. Aques-
tes tècniques sempre funcionen però no estan en general ben fonamentades.
Aquí es prova que els polinomis no singulars són densos, amb la norma L2, al
disc unitat, cosa que dóna base matemàtica a les tècniques de pertorbació.
Paraules clau: coeficients de reflexió, localització de zeros de polinomis, recur-
sió de Levinson.
Classificació AMS: 12D10, 26C05, 30C15.
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1 Introducció
Clàssicament els polinomis han estat representats pels seus coeficients o mit-
jançant els seus zeros. La utilització dels coeficients permet estructurar els
polinomis com un espai vectorial amb les operacions habituals on cal destacar
la interpolació com a resultat cabdal d’aquesta representació. La representa-
ció mitjançant els zeros permet ampliar l’estructura i passar del grup additiu
a l’anell de polinomis, on el resultat més important és el teorema fonamental
de l’àlgebra. El nexe d’unió entre les dues representacions són les fórmules de
Cardano-Viète: si A(z) és un polinomi mònic a coeficients complexos i
de grau n,
A(z) =
n∑
k=0
akz
k =
n∏
k=1
(z − ζk), an = 1 , (1)
aleshores ∑
1≤i1<i2<···<ik≤n
ζi1ζi2 · · ·ζik = (−1)
kan−k, 1 ≤ k ≤ n . (2)
Les aplicacions dels polinomis a l’anàlisi de senyals i en teoria de control
han donat lloc a algorismes recurrents, l’objectiu dels quals és la localització
de zeros en el cercle unitat o en el semiplà complex. La major part d’aques-
tes tècniques estan relacionades amb la recurrència de Schur-Cohn (1922), [5].
Entre les tècniques esmentades, la recurrència de Levinson (1947) va aparèi-
xer independentment, [17], en problemes de disseny de filtres i més tard fou
utilitzada amb èxit en l’anàlisi espectral de processos estocàstics estacionaris,
[3].
La recurrència de Levinson fa servir els anomenats coeficients de reflexió
per obtenir polinomis de manera recursiva. El nom de coeficients de reflexió
prové de les seves aplicacions geofísiques en mitjans estratificats. No obstant
això, aquest nom suggereix també la seva íntima relació amb la inversió geo-
mètrica en el camp complex (pel que fa a la representació en zeros) i amb la
reversió de polinomis (pel que fa a la representació en coeficients). Aquestes
interrelacions dels coeficients de reflexió amb les dues representacions clàssi-
ques suggereixen l’estudi dels polinomis des del punt de vista dels coeficients
de reflexió.
L’objectiu que ens proposem en aquesta exposició és descriure una ca-
racterització dels polinomis mitjançant llurs coeficients de reflexió així com
algunes relacions que poden establir-se amb les representacions en zeros
i coeficients. Concretament es presenta de manera explícita com s’escriuen
els coeficients d’un polinomi en funció dels seus coeficients de reflexió. Es
presenten alguns resultats, com el teorema de Rouché i el teorema de Kakeya,
que caracteritzen l’existència de zeros d’un polinomi en certes regions del pla
complex en termes dels coeficients de reflexió. Finalment es dóna un teorema
de densitat d’una classe de polinomis, que anomenarem C[1], en el conjunt de
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tots els polinomis respecte a la distància L2(|z| = 1); aquest resultat justifica
l’ús de tècniques de pertorbació en la localització de zeros de polinomis.
Abans de donar la caracterització d’un polinomi en termes dels coeficients
de reflexió introduirem algunes notacions i resultats previs.
Sigui An(z) =
∑n
k=0 an,kz
k un polinomi mònic a coeficients complexos de
grau n; el seu recíproc, A∗n(z), es defineix com
A∗n(z) = z
nAn(1/z) =
n∑
k=0
an,n−kz
k , (3)
on a representa el nombre complex conjugat de a. Si existeix un número com-
plex unitari u, tal que An(z) = uA∗n(z), direm que An(z) és autorevers (o
autoinvers). Observeu que els seus zeros estan o bé sobre la circumferèn-
cia unitat o bé són simètrics respecte d’aquesta. Per exemple, el polinomi
A3(z) = z
3+
7
2z
2+
7
2z+1 = (z+1)(z+2)(z+1/2) és autorevers, mentre que
B3(z) = z
3 + 4z2 + 14z + 1 = (z + 4)(z − i/2)(z + i/2) no ho és.
Els coeficients de reflexió αk del polinomi An(z), també coneguts en la
literatura com a paràmetres de Schur-Szegö, [6], o coeficients de correlació
parcial, [15], es poden obtenir mitjançant l’anomenada recurrència descendent
de Levinson (implícitament donada per Levinson en [17]; vegeu [21])
zAk−1(z) =
1
1− |αk|2
[
Ak(z)−αkA
∗
k (z)
]
, (4)
on αk = ak,0 i Ak−1(z) és un polinomi de grau k− 1. A partir de (4), i amb una
mica d’àlgebra, s’obté la recurrència ascendent de Levinson
Ak(z) = zAk−1(z)+αkA
∗
k−1(z) . (5)
De les equacions (4) i (5) surten immediatament les expressions en coefici-
ents de Ak−1(z) i Ak(z) que vénen donades per
Ak−1(z) =
1
1− |αk|2
k−1∑
j=0
(
ak,j+1 −αkak,k−1−j
)
zj
i
Ak(z) =
k∑
j=0
(
ak−1,j−1 +αkak−1,k−1−j
)
zj
respectivament. Observeu que en l’última expressió tots els coeficients amb
subíndex negatiu han estat considerats nuls.
Per exemple, en aplicar la recurrència descendent (4) al polinomi A3(z) =
z3 −
11
20z
2 −
1
2z +
3
4 , tenim
A3(z) : 1 −
11
20
−
1
2
3
4
,
α3 ·A
∗
3 (z) :
(
α3 =
3
4
)
9
16
−
15
40
−
33
80
3
4
.
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Restant de la primera fila la segona i normalitzant en la potència de grau més
alt, resulta
A2(z) = z
2 −
2
5
z −
1
5
.
En aplicar una altra vegada la recurrència descendent, s’obté
A2(z) : 1 −
2
5
−
1
5
,
α2 ·A
∗
2 (z) :
(
α2 = −
1
5
)
1
25
2
25
−
1
5
,
la qual, després de restar i normalitzar, genera el polinomi A1(z) = z −
1
2 .
Aplicant novament (4), tenim
A1(z) : 1 −
1
2
,
α1 ·A
∗
1 (z) :
(
α1 = −
1
2
)
1
4
−
1
2
.
Després de normalitzar, s’obté A0(z) = 1 = A
∗
0 (z). Els coeficients de refle-
xió de A3(z) són [−1/2,−1/5,3/4]. Ara és fàcil reconstruir els coeficients
del polinomi A3(z) a partir dels seus coeficients de reflexió emprant la re-
currència ascendent (5). En efecte, si els coeficients de reflexió de A3(z) són
[−1/2,−1/5,3/4], aleshores A0(z) = 1 = A
∗
0 (z), i aplicant (5), obtenim els
polinomis
A1(z) = zA0(z)−
1
2
A∗0 (z) = z −
1
2
A2(z) = zA1(z)−
1
5
A∗1 (z) = z
2 −
2
5
z −
1
5
A3(z) = zA2(z)+
3
4
A∗2 (z) = z
3 −
11
20
z2 −
1
2
z +
3
4
.
Tancarem aquesta secció enunciant un conegut resultat, basat en el teore-
ma de Rouché, que es fonamental en la teoria de polinomis i coeficients de
reflexió ([1], [3], [20], [23]), i que farem servir més endavant.
1 Teorema Sigui An(z) =
∑n
k=0 ankz
k un polinomi mònic a coeficients comple-
xos i amb coeficients de reflexió α1, α2, . . . , αn. Aleshores, An(z) té tots els seus
zeros dins del disc unitat si, i només si, |αk| < 1 per tot k amb 1 ≤ k ≤ n.
2 Caracterització i classificació de polinomis en coeficients
de reflexió
Tot seguit, emprant la recurrència de Levinson, donarem la caracterització
dels polinomis en coeficients de reflexió i, prenent aquesta com a base, els
classificarem en classes d’equivalència.
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2 Definició La caracterització d’un polinomi An(z) mitjançant llurs coefici-
ents de reflexió ve donada per
An(z) ≡
[
Aj(z);αj+1, αj+2, . . . , αn
]
, (6)
on Aj(z) és un polinomi mònic de grau j unitari (és a dir, |aj0| = 1) i no auto-
revers anomenat polinomi base. El polinomi An(z) s’obté de Aj(z) utilitzant la
recurrència ascendent (5) amb els coeficients de reflexió αj+1, αj+2, . . . , αn.
Observem que la recurrència descendent (4) no es pot completar per a un
polinomi An(z) quan en un pas descendent, diguem Ak(z), k ≤ n, apareix un
coeficient de reflexió unitari (|αk| = 1) i el procés ha de ser aturat. Tot i això,
pot passar que existeixi algun polinomi de grau inferior, Ak−1, que permeti
obtenir Ak(z) mitjançant la recurrència ascendent (5) amb algun coeficient de
reflexió adient αk. Es poden presentar dos casos: a) el polinomi Ak(z) és auto-
revers o b) el polinomi Ak(z) no és autorevers. En el primer cas, el procés de
baixada pot continuar-se com veurem més endavant, mentre que en el segon
cas és impossible continuar el procés recursiu descendent i la caracterització
pren la forma [Ak(z);αk+1, . . . , αn] . Així doncs, quan |αk| 6= 1 per 1 ≤ k ≤ n,
Aj(z) en (6) esdevé A0(z) = 1 i (6) s’anomena una caracterització pura en
coeficients de reflexió.
Segons l’equació (4), cada polinomi de grau n amb coeficients de reflexió
no unitaris pot ser caracteritzat per la seqüència [1;α1, α2, . . . , αn] , amb poli-
nomi base A0(z) = 1. A més, en aquest cas és fàcil veure que la caracterització
és única.
Un cop establerta la unicitat de les caracteritzacions pures amb coeficients
de reflexió no unitaris, sorgeix de manera natural la qüestió següent:
Què es pot fer quan un coeficient de reflexió unitari apareix abans de com-
pletar la recurrència descendent (4)?
La resposta, que ja hem avançat, és conseqüència del teorema de Rouché-
Frobenius. Tot seguit enunciem aquest resultat, que és el més important d’a-
questa secció.
3 Teorema Tot polinomi An(z) pot ser caracteritzat en coeficients de reflexió
mitjançant (6). La caracterització s’obté aplicant la recurrència descendent (4)
fins a trobar un coeficient de reflexió unitari. Si el procés acaba en el polinomi
A0(z) = 1, la representació és única; si acaba en Aj(z), 1 < j ≤ n, essent
|αj| = 1 i Aj(z) no autorevers, la representació també es única; finalment,
si el procés descendent s’atura amb |αk| = 1 i Ak(z) autorevers, el procés
descendent pot continuar-se sense unicitat fins a arribar a A0(z) = 1 amb
coeficients de reflexió entre els quals n’hi ha almenys un que no és unitari.
Il.lustrarem el resultat anterior considerant alguns exemples. Aplicant (4)
al polinomi A4(z) = z4 + 2,2z3 + 2,52z2 + 2,12z + 0,8, resulta
zA3(z) =
1
1− |α4|2
[
A4(z)−α4A
∗
4 (z)
]
= z(z3 + 1,4z2 + 1,4z + 1) .
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És a dir, A3(z) = z3+1,4z2+1,4z+1. Ara tenim infinites maneres de continuar
el procés, com per exemple a [5], fent servir la derivada resulta
Â2(z) =
1
3
A′3(z) = z
2 + 0,93z + 0,46 .
A partir de Â2(z) recuperem A3(z) emprant la recurrència ascendent (5) amb
coeficient de reflexió 1. En general el procediment per a obtenir A2(z) a partir
de A3(z) consisteix a considerar el polinomi genèric A2(z) = z2 + a21z + a20
i aplicar (5), amb α3 = 1. S’obté
A3(z) = z
3 + (a21 + a20)z
2 + (a20 + a21)z + 1 = z
3 + 1,4z2 + 1,4z + 1 .
Per tant, hi ha infinits polinomis que permeten obtenir A3(z) amb la recurrèn-
cia ascendent i α3 = 1, essent l’única condició a21 + a20 = 1,4. Per exemple,
els polinomis z2 + 0,8z + 0,6, z2 + 0,7z + 0,7 o z2 + 1,4 també verifiquen
aquesta condició i produeixen A3(z) amb α3 = 1.
En canvi, el polinomi A4(z) = z4+1,1z3+1,35z2+1,3z+0,5, només pot
provenir del polinomi unitari i no autorevers A3(z) = z3+0,6z2+0,9z+1. En
efecte, si apliquem la recurrència (5) i identificant coeficients d’igual potència
s’obté el sistema d’equacions lineals:
a21 + a20 = 0,6 ,
a21 + a20 = 0,9 .
Clarament aquest sistema és incompatible i, per tant, la caracterització en
coeficients de reflexió és
A4(z) = [A3(z); 0,5] ,
i és única.
El teorema 3 permet classificar el conjunt C[z] de tots els polinomis mò-
nics a coeficients complexos segons el seu polinomi base. Anomenarem re-
presentant canònic Aj(z) d’una classe qualsevol polinomi unitari de C[z] no
autorevers i definirem
C(Aj) =
{
Ak(z) ∈ C[z] : Ak(z) ≡
[
Aj(z); αj+1, . . . , αk
]
,
|αs| 6= 1, j + 1 ≤ s ≤ k
}
, (7)
on j ≤ k i αs ∈ C. Així, la classe C(1) és la que conté tots els polinomis que
es poden obtenir a partir de A0(z) = 1 aplicant la recurrència ascendent (5) i
qualsevol seqüència de coeficients de reflexió. És a dir,
C(1) = {Ak(z) ∈ C[z] : Ak(z) ≡ [1;α1, α2, . . . , αk] , 1 ≤ k} . (8)
Direm que dos polinomis mònics Aj(z) i Bk(z) són equivalents si les seves
representacions tenen el mateix polinomi base.
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Segons el teorema 3, cada polinomi pertany a una sola classe i cadascuna
d’elles C(Aj) conté el seu representat canònic. Aquests representants canònics
són polinomis unitaris i no autoreversos. Observeu que no hi ha polinomis
unitaris no autoreversos de graus 1 o 2. A més, tots els polinomis autoreversos
pertanyen a la classe C(1).
S’ha d’assenyalar que en la literatura referent als coeficients de reflexió,
els polinomis utilitzats habitualment pertanyen a la classe C(1), i sovint els
estudis es restringeixen a aquells polinomis amb coeficients de reflexió de
mòdul més petit que la unitat.
3 Algunes conseqüències de la caracterització
Fins ara hem estudiat la caracterització de polinomis en coeficients de re-
flexió i hem classificat els polinomis segons aquesta caracterització. Ara ens
proposem estudiar algunes relacions entre els coeficients o els zeros d’un po-
linomi i els seus coeficients de reflexió. S’obtenen expressions homòlogues a
les fórmules de Cardano-Viète, s’aprofundeix una mica més en l’estudi dels
polinomis autoreversos i finalment es dóna una prova utilitzant coeficients de
reflexió del ben conegut teorema d’Eneström-Kakeya.
3.1 Relació entre coeficients i coeficients de reflexió
Tal com hem esmentat abans, el nexe d’unió entre les representacions clàs-
siques dels polinomis a través de zeros i de coeficients són les fórmules de
Cardano-Viète (2) que permeten expressar els coeficients com a funcions simè-
triques elementals dels zeros. Tot seguit, i com a conseqüència de la recurrèn-
cia de Levinson, escriurem unes fórmules homòlogues a les de Cardano-Viète
que expressen els coeficients d’un polinomi en termes dels seus coeficients de
reflexió, [7].
Per a obtenir les esmentades fórmules partim de la base que cada coeficient
de An(z) és una suma de
(
n
k
)
termes, cadascun dels quals està format per
un producte de coeficients de reflexió i dels seus conjugats. Per al coeficient
an,k, la forma particular de cadascun d’aquests productes és tal que la suma
dels subíndexs dels coeficients de reflexió que hi intervenen és n − k, on es
consideren els subíndexs negatius si el coeficient de reflexió apareix conjugat.
A més, els subíndexs dels coeficients de reflexió no es repeteixen en un terme
donat.
Per a formalitzar aquesta expressió, considerarem el conjunt
Ω
∗
n = {I ⊂ {1, . . . , n}, I ≠∅} ,
format pels subconjunts no buits dels n primers números naturals, que iden-
tificarem amb el conjunt d’índexs dels coeficients de reflexió.
Per a cada subconjunt I ∈ Ω∗n , denotem per σI : I → {1, . . . , n} l’aplicació
que a cada element li assigna la seva posició en l’ordenació descendent dels
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elements de I, és a dir, σI(i) = |{j ∈ I : j ≥ i}|. Per a cada k = 0,1, . . . , n− 1,
definim
Ωn,k = {I ∈ Ω
∗
n :
∑
i∈I
(−1)σI(i)+1i = n− k} ,
és a dir, la família de conjunts pels quals la suma alternada d’elements és igual
a n− k, essent l’element més gran el que apareix amb signe positiu.
És clar que P =
{
Ωn,k
}n−1
k=0
és una partició de Ω∗n. A més, el nombre d’ele-
ments a Ωn,k és
(
n
n−k
)
.
Ara enunciem el resultat següent, que pot establir-se per inducció:
4 Teorema Sigui An(z) un polinomi mònic a coeficients complexos que es pot
obtenir aplicant la recurrència descendent de Levinson (5) a partir de A0(z) = 1
amb coeficients de reflexió α1, α2, . . . , αn. Aleshores,
an,k =
∑
I∈Ωn,k
∏
i∈I1
αi
∏
i∈I0
αi , (9)
on I0 = {i ∈ I : σI(i) és parell } i I1 = {i ∈ I : σI(i) és senar }.
Per a familiaritzar-se amb el teorema anterior donarem un exemple. Con-
siderem el polinomi mònic A4(z) amb coeficients de reflexió α1, α2, α3, α4.
Volem expressar els coeficients a4,0, a4,1, a4,2, a4,3 en termes dels αk i dels
seus conjugats. Per a obtenir aquestes expressions explícites, escrivim
Ω4,0 = {4} ,
Ω4,1 = {3,41,421,432} ,
Ω4,2 = {2,31,42,321,431,4321} ,
Ω4,3 = {1,21,32,43} ,
i, aplicant el teorema 4,
a4,0 = α4 ,
a4,1 = α3 +α1α4 +α1α2α4 +α2α3α4 ,
a4,2 = α2 +α1α3 +α2α4 +α1α2α3 +α1α3α4 +α1α2α3α4 ,
a4,3 = α1 +α1α2 +α2α3 +α3α4 .
3.2 Zeros i coeficients de reflexió
En aquest apartat ens centrarem en els efectes que tenen sobre els zeros certes
operacions realitzades sobre tots o part dels coeficients de reflexió. En primer
lloc, analitzarem els efectes sobre els zeros de la conjugació dels coeficients
de reflexió.
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5 Teorema La conjugació dels coeficients de reflexió produeix la conjugació
dels zeros. És a dir, si
An(z) =
n∏
k=1
(z − znk) ≡ [1;α1, α2, ·s,αn] ,
llavors
An(z) =
n∏
k=1
(z − znk) ≡ [1;α1, α2, ·s,αn] .
La relació entre conjugació i inversió és el contingut del teorema següent:
6 Teorema Sigui An(z) un polinomi mònic i a coeficients complexos; llavors,[
An(z)
]∗
=
[
A∗n(z)
]
.
També es poden descriure els efectes sobre els zeros d’algunes rotacions
sobre els coeficients de reflexió. El resultat següent s’estableix fàcilment per
inducció.
7 Teorema Siguin (ζ1, ζ2, . . . , ζn) els zeros deAn(z) ≡ [1;α1, α2, . . . , αn]. Ales-
hores, el polinomi
Bn(z) ≡ [1;α1e
iθ, α2e
i2θ, . . . , αne
inθ]
té per zeros ζ1eiθ, ζ2eiθ, . . . , ζneiθ.
Una conseqüència immediata del resultat anterior és el corol.lari següent:
8 Corol.lari Si (ζ1, ζ2, . . . , ζn) són els zeros del polinomi
An(z) ≡ [Aj(z);αj+1, . . . , αn] ,
llavors,
Bn(z) ≡ [e
ijθAj(ze
−iθ); ei(j+1)θαj+1, . . . , e
inθαn]
té per zeros ζ1eiθ, ζ2eiθ, . . . , ζneiθ.
3.3 Polinomis autoreversos i coeficients de reflexió
Com hem vist a la secció 2, un polinomi autorevers An(z) es pot obtenir mit-
jançant la recurrència ascendent (5) a partir de polinomis de grau n − 1. Una
pràctica habitual consisteix a obtenir-lo a partir de la seva derivada ([5], [13]).
Aquest resultat, que és d’utilitat quan es treballa amb els comptadors clàssics
de zeros, s’enuncia com segueix:
9 Teorema Cada polinomi autorevers es pot obtenir a partir de la seva deriva-
da, normalitzada a polinomi mònic, aplicant la recurrència ascendent (5) amb
coeficients de reflexió apropiats.
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A continuació, proposem de manera explícita una alternativa al resultat
anterior [9]. En aquest procediment s’utilitzaran els coeficients de reflexió com
a funcions explícites dels zeros de An(z).
10 Teorema Sigui An(z) un polinomi autorevers i sigui ζr , |ζr | = 1 una arrel
de An(z) sobre la circumferència unitat. Aleshores,
An(z) = zAn−1(z)+αnA
∗
n−1(z) ,
on An−1(z) = An(z)/(z − ζr ) i αn = −ζrαn−1.
Demostració: Donat que els zeros dels polinomis autoreversos estan o bé
sobre la circumferència unitat |z| = 1 o bé són simètrics respecte d’aquesta,
podem escriure la factorització de An(z) com
An(z) =
r∏
j=1
(z − ζj)
s∏
k=1
(z − ζk)
(
z −
1
ζk
)
, (10)
on |ζj| = 1 per 1 ≤ j ≤ r i |ζk| < 1 per 1 ≤ k ≤ s amb r + 2s = n.
Fent An−1(z) =
∏r−1
j=1(z − ζj)
∏s
k=1(z − ζk)
(
z −
1
ζk
)
, tenim
A∗n−1(z) = (−1)
n−1
n−1∏
j=1
ζj
r−1∏
j=1
(z − ζj)
s∏
k=1
(z − ζk)
(
z −
1
ζk
)
= αn−1An−1(z)
i
zAn−1(z)+αnA
∗
n−1(z) = zAn−1(z)+αnαn−1An−1(z)
= (z +αnαn−1)An−1(z) .
(11)
De les equacions (10) i (11), s’obté
(z − ζr )An−1(z) = (z +αnαn−1)An−1(z) . (12)
Donat que αn−1 és unitari, de l’equació (12) s’obté αn = −ζrαn−1 i hem acabat.
2
De manera similar al teorema anterior, es pot obtenir un polinomi autore-
vers An(z) d’un altre de grau n− 2 amb la recurrència ascendent quan An(z)
té alguna arrel fora de la circumferència unitat.
11 Teorema Sigui An(z) un polinomi autorevers i ζs = rseiθs una arrel de
An(z) amb rs < 1. Aleshores, An(z) es pot obtenir a partir de An−2(z) =
An(z)/(z − zs)(z − 1/zs) aplicant la recurrència ascendent (5) dues vegades
amb coeficients de reflexió
αn−1 = −
1
2
eiθs
(
rs +
1
rs
)
αn−2 i αn = e
i2θsαn−2 .
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Demostració: Suposem que An(z) factoritza en la forma
An(z) =
r∏
j=1
(z − ζj)
s∏
k=1
(z − ζk)
(
z −
1
ζk
)
,
on |ζj| = 1, |ζk| < 1, k = 1,2, . . . , s i r + 2s = n. Veurem que existeixen dos
coeficients de reflexió αn−1 i αn tals que
An(z) = An−2(z)B2(z),
on
An−2(z) =
r∏
j=1
(z − ζj)
s−1∏
k=1
(z − ζk)
(
z −
1
ζk
)
i
B2(z) = (z − ζs)
(
z −
1
ζs
)
= (z − rse
iθs )
(
z −
1
rs
eiθs
)
= z2 − eiθs
(
rs +
1
rs
)
z + ei2θs ;
es pot obtenir a partir de An−2(z) aplicant la recurrència ascendent (5) amb
coeficients de reflexió αn−1 i αn. Per fer-ho, en la primera iteració prenem
αn−1 = −
1
2e
iθs
(
rs +
1
rs
)
αn−2 i s’obté
An−1(z) = zAn−2(z)−
1
2
eiθs
(
rs +
1
rs
)
αn−2A
∗
n−2(z) . (13)
Donat que
A∗n−2(z) = αn−2
r∏
j=1
(z − ζj)
s−1∏
k=1
(z − ζk)
(
z −
1
ζk
)
= αn−2An−2(z) ,
aleshores (13) s’escriu com
An−1(z) = zAn−2(z)−
1
2
eiθs (rs +
1
rs
)αn−2αn−2An−2(z)
= An−2(z)
{
z −
1
2
eiθs
(
rs +
1
rs
)}
.
Abans d’executar la recurrència ascendent altra vegada, observem que
A∗n−1(z) = z
n−1An−2(1/z)
{
1
z
−
1
2
e−iθs
(
rs +
1
rs
)}
= zn−2An−2(1/z)
{
1−
1
2
e−iθs
(
rs +
1
rs
)
z
}
= αn−2An−2(z)
{
1−
1
2
e−iθs
(
rs +
1
rs
)
z
}
.
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Ara prenem αn = ei2θsαn−2 i apliquem (5) una altra vegada, i obtenim
An(z) = zAn−2(z){z −
1
2
eiθs
(
rs +
1
rs
)
}+
+ ei2θsαn−2αn−2An−2(z)
{
1−
1
2
e−iθs
(
rs +
1
rs
)
z
}
= An−2(z)
{
z2 − eiθs
(
rs +
1
rs
)
z + ei2θs
}
= An−2(z)B2(z).
Això completa la prova. 2
3.4 Caracterització de polinomis de tipus Kakeya
Finalment, caracteritzarem en coeficients de reflexió els polinomis els coefici-
ents dels quals formen una successió monòtona. En conseqüència, donarem
una prova alternativa del teorema d’Eneström-Kakeya, enunciat primer per
Eneström el 1893 i més tard, de manera equivalent, per Kakeya el 1912.
El teorema de Kakeya és un resultat referent a polinomis An(z) =
n∑
k=0
akz
k
tals que els seus coeficients són nombres reals que verifiquen a0 ≥ a1 ≥ · · · ≥
an > 0, que anomenarem polinomis de tipus Kakeya [8]. El resultat següent els
caracteritza en termes de coeficients de reflexió.
12 Teorema SiguiAn(z) =
n∑
k=0
akz
k, n > 1, un polinomi mònic de tipus Kakeya;
aleshores la seva caracterització en coeficients de reflexió és An(z) ≡ [1;α1, α2,
. . . , αn−1, αn], on αk < 1, 1 ≤ k ≤ n− 1, i αn > 1.
Una conseqüència immediata del teorema anterior és el resultat següent,
conegut a la literatura com el teorema d’Eneström-Kakeya ([14], [11]):
13 Teorema (Teorema de Kakeya) Sigui A(z) =
n∑
k=0
akz
k, n ≥ 1, un polinomi
a coeficients reals, tals que a0 ≥ a1 ≥ ·s ≥ an > 0. Aleshores, A(z) no té zeros
interiors al disc unitat {z ∈ C : |z| ≤ 1}.
Per a establir aquest resultat es necessita el lema següent:
14 Lema Sigui [1, α1, α2, . . . , αn−1, αn] la caracterització del polinomi An(z)
en coeficients de reflexió. Aleshores la caracterització del polinomi 1αnA
∗
n(z) és
1
αn
A∗n(z) ≡ [1;α1, α2, . . . , αn−1,1/αn] .
Demostració: Sense pèrdua de generalitat suposarem que A(z) és mònic.
Segons el teorema 12, la caracterització en coeficients de reflexió de A(z)
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és A(z) ≡ [1;α1, α2, . . . , αn−1, αn] amb αk < 1, k = 1,2, . . . , n − 1 i αn > 1.
Aleshores, aplicant el lema 14, resulta que A∗(z) ≡ [1;α1, α2, . . . , αn−1,1/αn]
té tots els seus coeficients de reflexió de mòdul més petit que la unitat. Aquest
resultat, juntament amb el teorema 1, ens porta a la conclusió que tots els ze-
ros de A∗(z) són interiors al cercle unitat. Per tant, els zeros de A(z) són fora
del cercle unitat i el teorema queda provat. 2
El teorema 13, establert per Kakeya el 1912 fou precedit per un resultat
equivalent i en cert sentit més útil, enunciat per Eneström el 1893, [12]:
15 Teorema (Teorema d’Eneström) Sigui A(z) =
n∑
k=0
akz
k, n ≥ 1, un polino-
mi amb coeficients reals tals que ak > 0 per cada k. Aleshores, tots els zeros de
A(z) són a la corona circular
α = min
0≤k≤n−1
ak
ak+1
≤ |z| ≤ max
0≤k≤n−1
ak
ak+1
= β .
Demostració: En efecte, el resultat surt immediatament aplicant el teore-
ma 13 a A(αz) i znA(β/z). 2
4 Pertorbació de coeficients de reflexió. Teorema de densitat
El problema de la distribució dels zeros d’un polinomi és habitual trobar-lo
en molts texts d’enginyeria i les seves aplicacions, on és àmpliament discutit i
analitzat, especialment en la teoria de sistemes i en control automàtic. Un dels
primers desenvolupaments sistemàtics per a investigar la distribució dels ze-
ros reals d’un polinomi fou presentat per Sturm, [24], el 1829. Posteriorment,
i amb referència a l’estudi de l’estabilitat asimptòtica d’una equació lineal en
diferències, el nombre de zeros interiors al cercle unitat fou determinat per
Schur i Cohn, [5], i més tard obtingut per Marden, [18], Jury, [13], i Riable, [22].
Un problema comú que sorgeix quan s’apliquen els texts clàssics per a la
localització dels zeros de polinomis és l’aparició dels anomenats casos sin-
gulars, en què les recurrències descendents habitualment s’aturen ([13], [16],
[2]). Per a superar aquestes situacions, a la literatura es troben alguns procedi-
ments que fan servir polinomis i coeficients, [4]. Per exemple, una pertorbació
dels coeficients és sovint utilitzada justificant-la amb arguments de continuï-
tat. En canvi, s’ha de tenir present que la continuïtat dels zeros com a funcions
dels coeficients no significa que petites pertorbacions als coeficients sempre
permetin obtenir un polinomi no singular. A més de la continuïtat, un teore-
ma de densitat és fa necessari per a assegurar que sempre hi ha polinomis no
singulars propers als polinomis singulars.
Fins on nosaltres hem pogut arribar, a la literatura no hi ha resultats sobre
densitat utilitzant polinomis i coeficients de reflexió per a justificar aques-
tes tècniques de pertorbació. En aquesta secció presentarem un teorema de
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densitat quan s’utilitzen coeficients de reflexió i la recurrència descendent de
Levinson, [10]. Aquest teorema estableix que, per a qualsevol polinomi, exis-
teix un polinomi no singular (en el sentit de la recurrència de Levinson) tan
proper a ell (en el sentit de la norma L2 en |z| = 1) com desitgem.
Abans d’enunciar el teorema de densitat donarem un resultat previ que
relaciona les distàncies entre els polinomis An(z), Bn(z), i les distàncies entre
els dos polinomis An+1(z), Bn+1(z), obtinguts a partir dels anteriors aplicant
la recurrència de Levinson amb el mateix coeficient de reflexió αn+1.
16 Teorema Siguin An(z) i Bn(z) dos polinomis de grau n i siguin An+1(z) =
[An(z);αn+1] i Bn+1(z) = [Bn(z);αn+1]; aleshores
d(An+1, Bn+1) ≤ (1+ |αn+1|)d(An, Bn) , (14)
on d( , ) representa la distància L2 a l’espai de Hilbert L2(|z| = 1).
Demostració: La desigualtat anterior és una conseqüència directa de les pro-
pietats de la norma L2. En efecte, si apliquem la recurrència ascendent (5) als
polinomis An(z) i Bn(z), resulta
An+1(z) = zAn(z)+αn+1A
∗
n(z) = zAn(z)+αn+1z
nAn(1/z),
Bn+1(z) = zBn(z)+αn+1B
∗
n(z) = zBn(z)+αn+1z
nBn(1/z),
i
d(An+1, Bn+1) = ‖An+1 − Bn+1‖ ≤ ‖z(An − Bn)‖ + ‖αn+1(A
∗
n − B
∗
n)‖ .
Ara, si tenim en compte que ‖z(An − Bn)‖ = ‖An − Bn‖ = ‖A∗n − B
∗
n‖, la
desigualtat (14) surt immediatament i això completa la prova. 2
El resultat anterior és clau per a provar la densitat de la classe C[1] en el
conjunt de tots els polinomis. En altres paraules, cada polinomi és tan proper,
en el sentit de la distància L2, a un de la classe C[1] com desitgem. El teorema
de densitat es pot enunciar com segueix.
17 Teorema Sigui An(z) ∈ C[z]. Aleshores, per tot ǫ > 0, existeix un polinomi
Bn(z) ≡ [1;β1, β2, . . . , βn], tal que d(An, Bn) < ǫ .
Formalment, la prova es basa en un procediment iteratiu finit i constructiu.
Fixat ǫ > 0 i els valors δm > 0, −π < θm ≤ π , m = 1,2, . . . , n, de manera que
|δ1e
iθ1 + δ2e
iθ2 + · · · + δne
iθn| < ǫ ,
es tracta de trobar un polinomi Bn(z) = A
(m)
n que compleixi les condicions de
l’enunciat. Per a fer-ho s’estableix el procediment següent:
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1. Encetem el procés amb A(0)n (z) = An(z), al qual s’aplica la recurrència des-
cendent, i s’obtenen els coeficients de reflexió α(0)n−s = αn−s per s = 0,1, . . . ,
fins que es trobi |αn−k| = 1 i An−k(z) no autorevers. Si n− k = 0 el procés
finalitza amb A(0)n (z) = An(z) perquè An(z) ∈ C[1]. Si n − k = j > 0, es
posa j = n− k, k = 0, m = 1 i es passa a 2.
2. DefinimA(m)j (z) = A
(m−1)
j (z)+δme
iθm , α(m)j+s = α
(m−1)
j+s per s = 1,2, . . . , n−j,
i anem a 3.
3. Apliquem la recurrència descendent a A(m)j , k vegades, fins que aparegui
α
(m)
j−k unitari iA
(m)
j−k(z) sigui no autorevers. Si j<n es construeixA
(m)
n per re-
currència ascendent amb els coeficients de reflexió α(m)j+s , s = 1,2, . . . , n− j.
Si j − k = 0 i, per tant, α(m)0 = 1, acabem amb A
(m)
n ∈ C[1]. Si j − k > 0,
passem a 2 posant j ← j − k, m ←m+ 1, k← 0.
Esquemàticament, la prova es pot sintetitzar com segueix:
αn A
(0)
n (z) αn A
(1)
n (z) αn A
(2)
n (z) ·s
αn−1 A
(0)
n−1(z) αn−1 A
(1)
n−1(z) αn−1 A
(2)
n−1(z) ·s
αn−2 A
(0)
n−2(z) αn−2 A
(1)
n−2(z) αn−2 A
(2)
n−2(z) ·s
...
...
...
...
...
...
...
αn−k A
(0)
n−k(z) α
(1)
n−k A
(1)
n−k(z) α
(1)
n−k A
(2)
n−k(z) ·s
α
(1)
n−k−1 A
(1)
n−k−1(z) α
(1)
n−k−1 A
(2)
n−k(z) ·s
La recurrència
...
...
...
...
...
descendent α(1)n−j A
(1)
n−j(z) α
(2)
n−j A
(2)
n−j(z) ·s
no es pot aplicar
...
...
...
...
1
on A(0)n (z) = An(z), |αn−k| = |α
(1)
n−k| = 1 i α
(1)
n−k = αn−k + δ1e
iθ1 , α
(2)
n−j =
α
(1)
n−j + δ2e
iθ2 , i així successivament. Finalment, s’obté Bn(z) = A
(m)
n quan en
el pas m s’ha arribat a baixar fins al polinomi 1.
El procediment descrit és finit. La pertorbació del pas 2,
A
(m)
j (z) = A
(m−1)
j (z)+ δme
iθm ,
garanteix que la recurrència descendent del pas 3 es pot realitzar, almenys
una vegada, per m = 1,2,3, . . . . Per tant, j disminueix almenys una unitat en
cada cicle, garantint que j−k en el pas 3 arribarà a ser nul i acabarà el procés.
El polinomi resultant Bn(z) = A
(m)
n (z) dista de An(z) menys de ǫ a causa
de l’elecció adient dels valors de pertorbació δm d’acord amb el teorema 16.
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Aquest resultat estableix la densitat de la classe C[1] en el conjunt de tots
els polinomis i mostra explícitament un procediment de pertorbació per a
superar els anomenats tradicionalment casos singulars lligats al problema del
cercle unitat.
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